                               Математический турнир - 11 класс 
1 тур.

№1.Постройте график функции: .

№2. Определите а так, чтобы сумма квадратов корней уравнения  была наименьшей.


№3.  - куб с ребром 2 см. Паук находится в центре грани . Какую наименьшую длину может иметь путь паука по поверхности куба в вершину С?

№4. Постройте график функции 
№5. На доске написано несколько плюсов и минусов. Разрешается стереть любые два знака и написать вместо них плюс, если они одинаковы, и минус в противном случае. Докажите, что последний оставшийся на доске знак не зависит от порядка, в котором производились стирания.

№6. Найдите все решения уравнения: .



№7. Представьте числа от 1 до 10 с помощью числа π, используя скобки, знаки сложения, вычитания, умножения, деления, извлечения квадратного корня, а также символ функции ( - целая часть числа х). Например: .
№8. Найти сумму 6 + 66 + 666 + … + 666…6. (Последнее слагаемое содержит п шестёрок.)

№9. Найдите все действительные решения уравнения: .
№10. Вася из бумаги склеил многогранник, затем разрезал его по рёбрам на отдельные грани, сложил в конверт и послал Саше. Верно ли, что Саша склеит такой же многогранник, какой был у Васи?
Ответы:
№1

.

№2. Найдём сумму квадратов корней уравнения Значение данного выражения будет наименьшим при а = 1. При этом значении а дискриминант левой части уравнения положителен, поэтому корни существуют.

№3. 
[image: ]

№4. 
[image: ]
№5. При указанной операции не меняется чётность количества минусов. Поэтому последний знак «+», если было написано чётное число минусов, и «-», если  - нечётное. 

№6. Преобразуем данное уравнение к виду  Его решением будет пара (2;-1).
№7.


№8.

 

№9. Дискриминант квадратного уравнения отсюда 


№10. В качестве контрпримера рассмотрим многогранник, состоящий из куба и трёх четырёхугольных пирамид, основания которых можно приложить к граням куба разными способами. Значит, Саша мог склеить и другой многогранник.
2 тур.

№1. Решите уравнение .


№2. Найдите все пары целых чисел , для которых .


№3. Сравните  и .

№4. Решите уравнение: .

№5. В кубе со стороной 1 м находятся 2009 тараканов. Докажите, что хотя бы трёх из них можно поймать сферой радиуса .
Ответы:


№1. Умножим обе части уравнения на выражение, сопряжённое левой части уравнения. Получим уравнение . Сложив данное уравнение с исходным и упростив, получим уравнение . Возведя обе части уравнения в квадрат, получим х=0. Выполнив проверку, убеждаемся, что 0 – единственный корень этого уравнения.



№2.Рассмотрим уравнение Его дискриминант равен Он неотрицателен при Заметим, что исходное уравнение можно привести к виду 




Поскольку квадраты целых чисел при делении на 3 могут давать только остатки  0 и 1, числа  и х, а, значит, и сами числа х и у кратны 3, т.е. из соображений делимости, получаем, что х делится на 3 и у делится на 3. Осталось перебрать случаи В итоге получаем следующие решения 
№3. 




Т.к. , то .

Значит, .



№4. Учитывая, что , после упрощения получим уравнение , решением которого будет .
№5. Распилим куб на 1000 кубиков со стороной 1/10 м. Тогда найдётся кубик, в котором как минимум сидят 3 таракана. Вычислим радиус сферы, описанной вокруг такого кубика: 


м. Так как , то найдётся сфера радиуса 1/11, которая будет содержать кубик с 3 тараканами.
3тур
№1. Найдите все трёхзначные числа, кратные 13, сумма цифр которых также равна 13.

№2.

№3. Решите в натуральных числах уравнение: .
№4. В усечённый конус вписан шар. Сумма диаметров верхнего и нижнего оснований конуса в 5 раз больше радиуса шара. Найдите угол между образующей усечённого конуса и плоскостью основания.

№5. Окружность, радиус которой равен 1 см, а центр расположен на оси Оу, касается параболы, заданной уравнением . Найдите координаты точки касания и центра окружности.
Ответы: 







№1. Составим систему уравнений , где  - цифры, при этом Выразим а из второго уравнения и подставим в первое уравнение, после преобразований получим: . Тогда кратно 13. Рассматривая находим соответствующие значения для  и с. В результате найдём все трёхзначные числа, удовлетворяющие условию задачи: 247; 364; 481; 715; 832.

№2. Обозначим . Тогда второе уравнение системы примет вид:



. Решая данное уравнение, получим . Решая две системы при значениях , получим две тройки решений исходной системы уравнений 
(0,5; 1,5; 2,5) и (-0,5; -1,5; -2,5).




№3. Преобразуем уравнение к виду , откуда , где т  - целое неотрицательное число и , где п – целое неотрицательное число. Т.к. , то








Учитывая, что , получим . Разделим обе части уравнения на 2, получим , которое равносильно уравнению . Т.к. т  - целое неотрицательное число, то при  число  является чётным, поэтому  - число нечётное. А это невозможно. Значит, осталось рассмотреть т = 0 и т = 1. При т = 0 имеем х = 0 , у = 0. А при т = 0 получим     х = 1 , у = 2. Т.о. (0;0), (1;2).













№4. Обозначим радиусы нижнего и верхнего оснований конуса соответственно за  и , [image: ]радиус шара - , искомый угол - . Тогда, используя  условие задачи, получим . Т.к. , то . Тогда . Учитывая это, получим . Отсюда, . Значит,  или . Т.к. .
№5. Для решения задачи необходимо рассмотреть три случая. В двух случаях решение очевидно: О(0;0); А(1;0) и О(0;0); А(-1;0), где ) – точка  касания, а А – центр окружности. 

[image: ][image: ]

[image: ]



Для нахождения координат центра окружности и координат точек касания в третьем случае обозначим центр окружности А(0;а), а точку касания . Координаты центра окружности и точек касания находим, решая систему уравнений  , где  являются уравнениями окружности и параболы соответственно.
Т.о., ответом будут: 
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